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En général, on utilise les estimateurs directs, fondés 
uniquement sur des données d’échantillon sur un domaine 
particulier, pour estimer les paramètres pour de grands 
domaines, tels que le pays et les provinces. Par contre, les 
tailles d’échantillon pour les petits domaines, particulière-
ment les petites régions géographiques, sont rarement 
suffisantes pour fournir des estimations directes fiables. 
Quand on calcule des estimations pour des petits domaines, 
il est nécessaire d’emprunter de l’information supplémen-
taire à des domaines apparentés pour former des estimateurs 
indirects qui accroissent la taille effective d’échantillon et, 
donc, la précision. De tels estimateurs indirects sont fondés 
sur des modèles implicites ou explicites qui établissent un 
lien avec des petits domaines apparentés grâce à des 
données supplémentaires, tels que des dénombrements du 
recensement et des dossiers administratifs. Aujourd’hui il 
est généralement reconnu que, s’il faut recourir à des 
estimations indirectes, celles-ci devraient être fondées sur 
des modèles explicites qui relient les petits domaines 
d’intérêt grâce à des données supplémentaires; voir Rao 
(2003). Les estimateurs fondés sur un modèle sont des 
estimateurs indirects en ce sens qu’ils sont obtenus en 
utilisant des modèles pour petits domaines, des estimations 
directes et des variables auxiliaires connexes. Les 
estimateurs fondés sur un modèle sont établis en vue 
d’améliorer les estimateurs directs fondés sur le plan de 
sondage en ce qui concerne la précision et la fiabilité, 
c’est-à-dire la réduction des coefficients de variation. 
Habituellement, les estimateurs sur petits domaines sont 
renforcés par emprunt de données recueillies pour des petits 
domaines similaires à une période donnée ou pour le même 
domaine au fil du temps, mais non les deux. Ces dernières 
années, plusieurs méthodes ont été élaborées en vue 
d’emprunter simultanément des données de renfort 
transversales (dimension spatiale) et longitudinales (dimen-
sion temporelle). Les estimateurs fondés sur l’approche 
établie par Rao et Yu (1994), Ghosh, Nangia et Kim (1996), 
Datta, Lahiri, Maiti et Lu (1999), Datta, Lahiri et Maiti 
(2002), ainsi que You, Rao et Gambino (2000, 2003), 
permettent d’exploiter simultanément les deux dimensions 
pour produire des estimations améliorées ayant des pro-
priétés souhaitables pour les petits domaines. En particulier, 
You et coll. (2000, 2003) ont étudié l’estimation fondée sur 
un modèle des taux de chômage pour des régions infra-
provinciales locales, comme les RMR et les agglomérations 
de recensement (AR) au Canada. Ils ont obtenu des 
estimateurs fondés sur un modèle efficaces et un ajustement 
adéquat des modèles pour l’estimation des taux de chômage 
d’après l’EPA. Toutefois, le modèle proposé par You 
et coll. (2000, 2003) présente certaines limites. Dans le 
présent article, nous discutons de ces limites et proposons un 
nouveau modèle intégré pour l’estimation des taux de 

chômage d’après l’EPA sous un cadre hiérarchique bayésien 
(HB). L’idée est de modéliser ensemble les paramètres 
d’intérêt et les variances d’échantillonnage, comme l’ont 
suggéré You et coll. (2003), ainsi que You et Chapman 
(2006). Nous appliquons le modèle proposé aux données de 
l’EPA de 2005 et obtenons les estimations des taux de 
chômage fondés sur un modèle. Nous donnons aussi une 
comparaison des estimations HB aux estimations directes 
d’après l’EPA et l’analyse de l’ajustement du modèle. 

Le plan de l’article est le suivant. À la section 2, nous 
présentons divers modèles pour petits domaines proposés 
dans la littérature pour l’estimation des taux de chômage et 
nous en discutons. À la section 3, nous examinons le 
problème du lissage et de la modélisation de la matrice de 
covariance d’échantillonnage. À la section 4, nous pro-
posons un modèle non linéaire intégré à effets mixtes dans 
un cadre hiérarchique bayésien et décrivons l’utilisation de 
l’échantillonnage de Gibbs pour générer des échantillons à 
partir de la loi conjointe a posteriori. À la section 5, nous 
appliquons le modèle proposé aux données de l’EPA et 
obtenons les estimations HB pour les taux de chômage pour 
petits domaines. Nous donnons aussi l’analyse et l’éva-
luation du modèle. Enfin, à la section 6, nous présentons 
certaines conclusions et discutons de l’orientation de futurs 
travaux. 

 
2. Modèles pour petits domaines  

2.1 Modèle transversal  
Les modèles transversaux, ou au niveau du domaine, sont 

utilisés pour produire des estimations fondées sur un modèle 
fiable par combinaison de l’information auxiliaire au niveau 
du domaine et des estimations directes au niveau du 
domaine. Un modèle transversal de base est celui, bien 
connu, de Fay-Herriot (Fay et Herriot 1979). Il possède 
deux composantes, à savoir 1) un modèle d’échantillonnage 
pour les estimations directes par sondage et 2) un modèle de 
lien qui relie les paramètres du petit domaine à des variables 
auxiliaires au niveau du domaine grâce à un modèle de 
régression linéaire. Pour l’estimation mensuelle du taux de 
chômage d’après l’EPA, dénotons par itθ  le taux de 
chômage réel pour la ei  RMR/CU à un point particulier 
dans le temps (mois) ,t  où 1, ..., ,i m=  où m  est le 
nombre de RMR/CU, et soit ity  l’estimation directe d’après 
l’EPA de .itθ  Alors, le modèle d’échantillonnage pour ity  
peut être exprimé sous la forme  

, 1, ..., ,it it ity e i m= θ + =  (1) 

où ite  est l’erreur d’échantillonnage associée à l’estimateur 
direct .ity  Nous supposons que cette erreur suit une loi 
normale telle que 2 (0, )it ite N σ∼  où 2

itσ  est la variance 
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d’échantillonnage. Le modèle de lien pour le taux de 
chômage réel itθ  peut s’écrire sous la forme 

, 1, ..., ,it it ix v i m′θ = β + =  (2) 

où itx  est la variable auxiliaire et iv  est l’effet aléatoire 
particulier au domaine. Pour chaque point dans le temps 
(chaque mois), nous pouvons utiliser le modèle de 
Fay-Herriot pour produire les estimations directes men-
suelles. Ce modèle combine l’information transversale, mais 
n’est pas renforcé par emprunt d’information recueillie au 
cours des périodes antérieures.  
2.2 Modèle transversal et chronologique  

Étant donné le plan d’échantillonnage du processus de 
renouvellement de l’échantillon de l’EPA, il existe, dans 
chaque domaine, un chevauchement important d’échan-
tillons sur des périodes de six mois. Par conséquent, pour un 
domaine donné ,i  il est nécessaire de prendre en compte la 
corrélation entre les erreurs d’échantillonnage ite  et ise  
( ).t s≠  You et coll. (2000, 2003) ont proposé un modèle 
transversal et chronologique pour estimer les taux de 
chômage d’après l’EPA. Ils n’ont utilisé que les données 
recueillies au cours des six mois précédents pour prédire le 
taux du mois courant, puisque le renouvellement de 
l’échantillon de l’EPA est fondé sur un cycle de six mois. 
Chaque mois, le sixième de l’échantillon de l’EPA est 
remplacé. Donc, après six mois, la corrélation entre les 
estimations est faible  (voir la section 2.1 pour les coef-
ficients de corrélation retardés). Soit iy = 1( , ..., ) ,i iTy y ′  

1( , ..., ) ,i i iT
′θ = θ θ  et 1( , ..., ) ,i i iTe e e ′=  où 6T =  ici. En 

supposant que ie  suit une loi normale multivariée de 
vecteur moyenne 0 et de matrice de covariance d’échan-
tillonnage ,i∑  nous avons  

( )~ , ,    1, ..., .i i i
y N i mθ =∑  

Donc nous supposons que iy  est sans biais par rapport 
au plan pour .iθ  La matrice de covariance d’échan-
tillonnage i∑  est inconnue dans le modèle. Des estimations 
directes des matrices de covariance d’échantillonnage sont 
disponibles. Dans le contexte de l’estimation sur petits 
domaines fondée sur un modèle au niveau du domaine, on 
suppose habituellement que la variance d’échantillonnage 
est connue (Rao 2003). Par exemple, le modèle classique de 
Fay-Herriot repose sur l’hypothèse que la variance 
d’échantillonnage est connue dans le modèle. Habituelle-
ment, on utilise un estimateur lissé de la variance d’échan-
tillonnage. Toutefois, des progrès récents dans le domaine 
de la modélisation de la variance d’échantillonnage offrent 
une autre approche pour aborder le problème; par exemple, 
voir Wang et Fuller (2003), You et Dick (2004), ainsi que 
You et Chapman (2006). En ce qui concerne l’estimation 
des taux de chômage, nous fournissons des précisions sur le 

lissage et la modélisation des variances d’échantillonnage à 
la section 3. 

Afin d’emprunter de l’information aux diverses régions 
et périodes, et en nous inspirant de You et coll. (2000, 
2003), nous pouvons modéliser le taux réel de chômage itθ  
par un modèle de régression linéaire avec effets aléatoires 
au moyen de variables auxiliaires ,itx  c’est-à-dire 

,    1, ..., , 1, ..., ,it it i itx v u i m t T′θ = β + + = =  (3) 

où iv  est un effet aléatoire de domaine que nous supposons 
suivre une loi 2(0, )vN σ  et itu  est une composante 
temporelle (période) et spatiale (domaine) aléatoire. Nous 
pouvons en outre supposer que itu  suit un processus de 
marche aléatoire sur les périodes 1, ..., ,t T=  autrement dit 
que 

, 1 ,it i t itu u −= + ε  (4) 

où 2~  (0, ).it N εε σ  Alors, 2cov( , ) min( , ) .it isu u t s ε= σ  Le 
vecteur de régression β  et les composantes de la variance 

2
vσ  et 2

εσ  sont inconnus dans le modèle et doivent être 
estimés. En combinant les modèles (1), (3) et (4), nous 
obtenons un modèle mixte linéaire avec composantes 
temporelles de la forme 

,    1, ..., , 1, ..., .it it i it ity x v u e i m t T′= β + + + = =  (5) 

You et coll. (2003) ont montré que le modèle transversal 
et chronologique (5) est supérieur au modèle de Fay-Herriot 
en ce qui concerne le lissage des estimations directes et la 
réduction des coefficients de variation des estimations 
directes pour l’estimation du taux de chômage d’après 
l’EPA. 

Nous avons utilisé un modèle à marche aléatoire pour 
.itu  Rao et Yu (1994) ont utilisé un modèle autorégressif 

stationnaire pour .itu  You et coll. (2003) ont montré que le 
modèle à marche aléatoire sur itu  fournissait un modèle 
mieux ajusté à l’estimation du taux de chômage que le 
modèle autorégressif AR(1). Datta et coll. (1999) ont 
également utilisé un modèle à marche aléatoire pour estimer 
les taux de chômage au niveau de l’État aux États-Unis.  
2.3 Modèle de lien loglinéaire  

Cependant, l’une des limites du modèle (3) est due au fait 
que le modèle de lien pour le paramètre d’intérêt, c’est-à-
dire le taux réel de chômage ,itθ  est un modèle linéaire avec 
effets aléatoires normaux. Puisque itθ  est un nombre positif 
compris entre 0 et 1, et qu’il est proche de 0, le modèle de 
lien linéaire avec effets aléatoires normaux pourrait 
introduire des estimations négatives de itθ  pour certains 
petits domaines. Afin d’éviter ce problème, You, Chen et 
Gambino (2002) ont proposé un modèle de lien loglinéaire 
pour itθ  de la forme suivante : 

log( ) ,    1, ..., , 1, ..., .it it i itx v u i m t T′θ = β + + = =  (6) 
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You et Rao (2002) ont également étudié le modèle de 
lien loglinéaire pour le modèle de Fay-Herriot en tant que 
modèles non appariés d’échantillonnage et de lien avec 
application à l’estimation du sous-dénombrement au recen-
sement canadien. Les résultats de You et Rao (2002) et de 
You et coll. (2002) montrent que le modèle de lien 
loglinéaire donne de fort bons résultats lorsqu’il est appliqué 
à des problèmes d’estimation sur petits domaines. Ici, nous 
utiliserons par conséquent le modèle de lien loglinéaire (6) 
pour estimer le taux réel de chômage .itθ  

 
3. Variance d’échantillonnage  

En général, nous pouvons obtenir des estimations 
directes de la variance d’échantillonnage d’après les 
données d’enquête. Toutefois, ces estimations directes sont 
instables si les tailles d’échantillon sont faibles. Dans les 
modèles au niveau du domaine pour l’estimation sur petits 
domaines, on suppose habituellement que les variances 
d’échantillonnage sont connues (par exemple, Fay et Herriot 
1979; Datta et coll. 1999; You et Rao 2002). Sous cette 
hypothèse, des estimations fiables (lissées) des variances 
d’échantillonnage sont construites en utilisant d’autres 
données et modèles auxiliaires, habituellement en se servant 
de fonctions de variance généralisées (par exemple, Dick 
1995; Datta et coll. 1999). Alternativement, dans le présent 
article, nous modélisons la matrice de variance-covariance 
d’échantillonnage en nous servant des estimations directes 
de manière particulière qui rend non nécessaire l’hypothèse 
que les variances et les covariances d’échantillonnage sont 
connues dans le modèle. Donc, nous simplifions le pro-
blème du lissage de la variance d’échantillonnage inconnue 
et intégrons la modélisation de la variance d’échantillonnage 
dans le modèle complet.  
3.1 Lissage de la matrice de covariance 

d’échantillonnage  
You et coll. (2000, 2003) ont suivi deux étapes pour 

lisser la matrice de covariance d’échantillonnage. La 
première consiste à obtenir un coefficient de variation lissé 
ou constant en calculant pour chaque RMR/CU le 
coefficient de variation moyen sur une certaine période, que 
nous dénotons CV ,i  où 1, 2, ..., .i m=  La deuxième étape 
consiste à obtenir le coefficient de corrélation avec décalage 
moyen sur le temps et toutes les RMR/CU, dénoté | |t s−ρ  
pour le décalage temporel | |.t s−  Cette étape requiert 
d’importantes ressources de calcul. Nous avons utilisé des 
données de l’EPA couvrant une période de trois années 
(1999 à 2001) pour calculer les coefficients de corrélation 
lissés. Dans le modèle, nous traitons les valeurs lissées 
temporellement et spatialement comme étant les valeurs 
réelles. Nous obtenons pour le coefficient de corrélation 

avec décalage d’un mois (décalage -1) la valeur 1 0,48,ρ =  
pour le coefficient de corrélation avec décalage -2, la valeur 

2 0,31,ρ =  pour le décalage -3, la valeur 3 0,21,ρ =  pour le 
décalage -4, la valeur 4 0,16,ρ =  pour le décalage -5, la 
valeur 5 0,11ρ =  et pour le décalage -6, 6 0,1.ρ =  Après 
décalage -6, la valeur est inférieure à 0,1. Les coefficients de 
corrélation avec décalage diminuent à mesure qu’augmente 
le décalage, ce qui est en harmonie avec le processus de 
renouvellement de l’échantillon intégré dans le plan de 
sondage de l’EPA. La figure 1 montre les coefficients de 
corrélation avec décalage lissés pour les estimations du taux 
de chômage d’après l’EPA. 

En utilisant ces coefficients de variation lissés et les 
coefficients de corrélation avec décalage, nous pouvons 
obtenir une matrice de covariance lissée ˆ

i
∑  ayant pour 

éléments diagonaux 2 2 2(CV )ˆ it i ityσ =  et pour éléments non 
diagonaux | | .ˆ ˆ ˆits t s it is−σ = ρ σ σ  Nous traitons ensuite la 
matrice lissée ˆ

i
∑  comme étant connue dans le modèle. 

L’étude de You et coll. (2000, 2003) donne à penser que 
l’utilisation de la matrice lissée ˆ

i
∑  dans le modèle peut 

améliorer considérablement les estimations en ce qui con-
cerne la réduction du CV comparativement aux estimations 
HB obtenues en utilisant dans le modèle les estimations 
directes par sondage de 

i
∑ . Pour plus de renseignements 

sur le résultat, voir You et coll. (2003).  
 

 Coefficients de corrélation avec décalage lissés
des estimations mensuelles du taux de chômage
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Figure 1 Coefficients de corrélation avec décalage 
lissés des taux de chômage  

3.2 Approche de la modélisation avec CV égaux  
Le principal problème de la méthode de You et coll. 

(2000, 2003) est que les matrices lissées de covariance 
d’échantillonnage dépendent des estimations directes par 
sondage ,ity  alors que ces dernières ne sont pas fiables pour 
certaines petites régions. Il convient de souligner que la 
variance d’échantillonnage réelle peut s’écrire sous la forme 

2 2 2(CV ) .it it itσ = θ  Partant de l’hypothèse d’un CV constant 
au cours du temps pour un domaine donné, You et coll. 
(2003) ont proposé dans leurs conclusions d’utiliser des 
estimations de la forme 2 2 2(CV )it it iσ = θɶ  et itsσ =ɶ  

| | ( )t s it is−ρ σ σɶ ɶ  pour les variances et les covariances lissées, 
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respectivement. Alors, la nouvelle matrice de covariance 
d’échantillonnage lissée 

i
∑ɶ  a pour éléments diagonaux 2

itσɶ  
et pour éléments non diagonaux .itsσɶ  Cependant, sous cette 
méthode, la matrice de covariance d’échantillonnage 

i
∑ɶ  

devient inconnue dans le modèle, puisque 2
itσɶ  et itsσɶ  

dépendent des paramètres inconnus ,itθ  et que ceux-ci sont 
reliés à un modèle de lien. L’avantage de cette méthode tient 
au fait que la structure de la matrice de covariance 
d’échantillonnage est clairement spécifiée dans le modèle. 
Elle est meilleure que la méthode de lissage en ce sens que 
la covariance d’échantillonnage est spécifiée explicitement 
au lieu d’être considérée comme connue.  
3.3 Approche de modélisation avec effets de plan 

égaux  
Une autre approche de modélisation est fondée sur 

l’hypothèse d’effets de plan constants au cours du temps, 
comme l’ont proposé Singh, You et Mantel (2005), ainsi 
que Singh, Folsom et Vaish (2005) pour lisser la variance 
d’échantillonnage 2.itσ  L’effet de plan (deff) pour le ie 
domaine au temps t peut s’écrire approximativement sous la 
forme 

2

deff ,
(1 ) /

it
it

it it itn

σ
=
θ − θ

 

où itn  est la taille de l’échantillon correspondant. Alors, la 
variance d’échantillonnage 2

itσ  peut s’écrire sous la forme 
2
itσ = (1 ) deff / .it it it itnθ − θ ⋅  Soit deff /it it itnτ = =  
2 /( (1it itσ θ − )).itθ  Alors, nous pouvons estimer itτ  en 

utilisant les estimations directes de itθ  et de 2
itσ  comme 

2 /( (1 )).ˆ ˆit it it ity yτ = σ −  Pour chaque domaine, sous l’hypo-
thèse d’un effet de plan constant et d’une taille d’échantillon 
constante au cours du temps, nous pouvons obtenir un 
facteur moyen lissé iτ  donné par 1 / .ˆT

ti it T=∑τ = τ  Alors, 
nous pouvons calculer une variance d’échantillonnage lissée 
de la forme 2 (1 ) ,it it it iσ = θ − θ ⋅ τɶ  qui de nouveau dépend 
également de itθ . La covariance d’échantillonnage reste de 
la forme | | ( ),its t s it is−σ = ρ σ σɶ ɶ ɶ  comme dans You et coll. 
(2003). Soulignons que iτ  est une moyenne mobile de ˆ itτ  
sur la période T  dans le modèle. Toutefois, en pratique, une 
autre option consiste à utiliser une série chronologique plus 
longue pour obtenir une estimation plus stable de iτ  pour 
chaque domaine, au besoin. Ici, nous utiliserons le modèle à 
effet de plan constant pour l’estimation du taux de chômage 
basée sur le facteur à moyenne mobile lissé iτ  car nous 
empruntons de l’information provenant de la période 
passée .T  

 
4. Inférence bayésienne hiérarchique  

À la présente section, nous proposons un modèle 
loglinéaire transversal et chronologique intégré pour estimer 

le taux de chômage. Nous appliquons l’approche hiérar-
chique bayésienne au modèle. Nous obtenons les estima-
tions des moyennes et des variances a posteriori en utilisant 
la méthode d’échantillonnage de Gibbs.  
4.1 Modèle hiérarchique bayésien intégré  

Nous proposons maintenant le modèle loglinéaire trans-
versal et chronologique intégré sous un cadre hiérarchique 
bayésien qui suit :  

• Conditionnellement à 1( ,..., ) ,i i iT
′θ = θ θ [ | ]~ indi iy θ  

( ,iN θ ( ));i i∑ θ  
• Conditionnellement à , ituβ  et 2,vσ [log( ) | ,itθ β  

2, ] ~it vu σ 2ind ( , );it it v N x u′β + σ  
• Conditionnellement à , 1i tu −  et 2,εσ

2
, 1[ | , ] ~it i tu u − εσ  

2
, 1ind ( , );i tN u − εσ  

• ( )i i∑ θ  dépend de iθ  avec les éléments diagonaux 
2
itσ =ɶ (1 )it it iθ − θ ⋅ τ  et les éléments non diagonaux 

itsσ =ɶ | | ( ).t s it is−ρ σ σɶ ɶ  
• Marginalement, ,β 2

vσ  et 2
εσ  sont mutuellement 

indépendants, leurs priors étant donnés par 1,β ∝  
2

1 1~ IG( , ),v a bσ  et 2
2 2~ IG( , ),a bεσ  où IG dénote une 

loi gamma inverse et 1 1 2 2, , ,a b a b  sont des constantes 
positives connues auxquelles nous donnons habituel-
lement une valeur très faible pour refléter nos 
connaissances vagues au sujet de 2

vσ  et 2.εσ   
Remarques :  

1. Nous utilisons dans le modèle HB proposé un 
modèle de lien loglinéaire pour le paramètre de petit 
domaine d’intérêt itθ , comme l’ont suggéré You 
et coll. (2002) et You et Rao (2002). 

2. La matrice de covariance d’échantillonnage i∑  est 
inconnue dans le modèle et est spécifiée sous la 
forme d’une fonction du paramètre de petit domaine 
inconnu ,iθ  comme l’ont suggéré You et Rao 
(2002) et You et coll. (2003). 

3. Nous avons utilisé l’hypothèse d’effets de plan 
constants pour les petits domaines comme l’ont 
suggéré Singh, You et Mantel (2005). 

4. Le modèle HB proposé surmonte les limites du 
modèle de You et coll. (2000, 2003) en ce qui 
concerne la modélisation loglinéaire et la spécifi-
cation de la modélisation de la matrice de co-
variance d’échantillonnage inconnue. En particulier, 
nous modélisons cette matrice à l’aide de para-
mètres de petit domaine iθ  en utilisant les esti-
mations lissées des effets de plan pour chaque 
domaine. 

Nous souhaitons estimer le taux de chômage réel θit  et, 
en particulier, le taux de chômage courant .iTθ  Dans 
l’analyse HB, iTθ  est estimé par sa moyenne a posteriori 
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( | )iTE yθ  et l’incertitude associée à l’estimateur est 
mesurée par la variance a posteriori ( | ).iTV yθ  Nous 
utilisons la méthode d’échantillonnage de Gibbs (Gelfand et 
Smith 1990; Gelman et Rubin 1992) pour obtenir la 
moyenne et la variance a posteriori de .iTθ   
4.2 Inférence sous échantillonnage de Gibbs   

La méthode d’échantillonnage de Gibbs est une méthode 
itérative d’échantillonnage Monte Carlo par chaînes de 
Markov utilisée pour simuler le tirage d’échantillons à partir 
d’une loi conjointe de variables aléatoires en procédant à un 
échantillonnage à partir de densités sous un espace de 
dimension réduite pour faire des inférences au sujet des lois 
conjointe et marginale (Gelfand et Smith 1990). Cette 
méthode est appliquée principalement à l’inférence dans un 
cadre bayésien où l’on s’intéresse à la loi a posteriori des 
paramètres. Supposons que la densité conditionnelle de 

|iy θ  est ( | )if y θ  pour 1, ...,i n=  et que l’information 
a priori au sujet de 1( , ..., )k ′θ = θ θ  est résumée par une 
densité a priori ( ).π θ  Soit ( | )yπ θ  la densité a posteriori de 
θ  sachant les données 1( , ..., ) .ny y y ′=  En pratique, il 
pourrait être difficile de tirer directement des échantillons à 
partir de ( | )yπ θ , à cause de l’intégration en grande 
dimension par rapport à .θ  Cependant, nous pouvons 
utiliser l’échantillonneur de Gibbs pour construire une 
chaîne de Markov ( ) ( ) ( )

1{ ( , ..., ) }g g g

k
′θ = θ θ  avec ( | )yπ θ  

comme limite. À titre d’illustration, posons que θ =  

1 2( , ) .′θ θ  En partant d’un ensemble initial de valeurs 
(0) (0) (0)

1 2( , ) ,′θ = θ θ  nous générons ( ) ( ) ( )
1 2( , )g g g ′θ = θ θ  par 

échantillonnage de ( )
1
gθ  à partir de ( 1)

1 2( | , )g y−π θ θ  et ( )
2
gθ  

à partir de ( 1)
2 1( | , ).g y−π θ θ  Sous certaines conditions de 

régularité, ( ) ( ) ( )
1 2( , )g g g ′θ = θ θ  converge en loi vers ( | )yπ θ  

quand .g →∞  Si la valeur de g est grande, l’inférence 
marginale au sujet de ( | )i yπ θ  peut être fondée sur les 
échantillons marginaux ( ){ ; 1, 2, ...}g k

i k+θ = . 
Pour les modèles HB intégrés proposés, afin d’obtenir 

l’estimation a posteriori du taux de chômage, nous mettons 
en œuvre la méthode d’échantillonnage de Gibbs en 
produisant des échantillons à partir des lois conditionnelles 
complètes des paramètres ,β 2

vσ  et 2,εσ itu  et .iθ  Ces lois 
conditionnelles complètes sont données en annexe. Les lois 
de ,β 2

vσ  et 2,εσ itu  sont des lois normales standard ou des 
lois gamma inverses qu’il est facile d’échantillonner. Ce-
pendant, la loi conditionnelle de iθ  n’a pas de forme expli-
cite. Nous utilisons l’algorithme de Metropolis-Hastings 
dans l’échantillonneur de Gibbs (Chib et Greenberg 1995) 
pour mettre à jour .iθ  À l’instar de You et coll. (2002) et de 
You et Rao (2002), nous pouvons écrire la loi conditionnelle 
complète de iθ  dans l’échantillonneur de Gibbs sous la 
forme 

2 2| , , , , ( ) ( ),i v i iY u h fεθ β σ σ ∝ θ θ  

 

où  
1 11

( ) ( ) exp{ ( ) ( )}
2i i i i i ii i

h y y
− −′θ = θ − − θ − θ∑ ∑  

et  

2
1

( )

1 1
exp (log( ) x ) (log( ) x ) .

θ2

i

T

i i i i i i

t itv

f

u u
=

θ =

  ′ ′ ′− θ − β− θ − β− ⋅   σ   
∏

 

Pour mettre à jour ,iθ  nous procédons comme il suit :  
1. Pour 1,..., ,t T=  tirer ( 1) ( 1) ( 1)~ log ( ,k k k

it it itN x β u+ + +′θ +  
2( 1) ),k

v

+σ  ce qui nous donne alors ( 1)k

i

+θ =  
( 1) ( 1)
1( , ..., ) .k k

i iT

+ + ′θ θ  
 

2. Calculer la probabilité de rejet 

    
( 1)

( ) ( 1)
( )

( )
( , ) min{ ,1}.

( )

k
k k i
i i k

i

h

h

+
+ θ

α θ θ =
θ

 

 

3. Générer ~ Uniforme(0,1),λ  si ( ) ( 1)( , ),k k

i i

+λ < α θ θ  
alors accepter ( 1);k

i

+θ  sinon, rejeter ( 1)k

i

+θ  et fixer 
( 1) ( ).k k

i i

+θ = θ   
Pour appliquer l’échantillonnage de Gibbs, nous suivons 

les recommandations de Gelman et Rubin (1992) et nous 
exécutons indépendamment ( 2)L L >  chaînes parallèles, 
chacune de longueur 2 .d  Nous supprimons les d  
premières itérations de chaque chaîne. La surveillance de la 
convergence est fondée sur le facteur de réduction d’échelle 
possible proposé dans Gelman et Rubin (1992) et adopté par 
You et coll. (2003) pour estimer .iTθ  Une description 
détaillée figure dans You et coll. (2003). Les estimations de 
la moyenne a posteriori ( | )iTE yθ  et de la variance 
a posteriori ( | )iTV yθ  sont obtenues en se basant sur les 
échantillons créés à partir de l’échantillonneur de Gibbs. 

 
5. Application aux données de l’EPA  

5.1 Estimation  
Nous utilisons les estimations du taux de chômage 

fondées sur les données de l’EPA recueillies de janvier à 
juin 2005, ,ity  dans notre analyse de données. En plus des 
estimations directes ity  et des matrices de covariance 
d’échantillonnage utilisées dans les modèles pour petits 
domaines, nous avons besoin de variables auxiliaires 
administratives dans nos modèles. Pour l’estimation du taux 
de chômage, nous utilisons comme données auxiliaires les 
taux de bénéficiaires de l’assurance-emploi (a.-e.) au niveau 
local. Le taux de bénéficiaires est calculé sous forme du 
ratio du nombre de personnes faisant la demande de 
prestations d’assurance-emploi sur le nombre de personnes 
dans la population active. Le Canada compte 72 RMR/CU. 
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Un CU (Miramichi) ne possède pas de données sur 
l’assurance-emploi. Donc, nous considérons dans le modèle 
m = 71 RMR/CU. Dans chaque domaine, nous considérons 
six estimations mensuelles consécutives ity  allant de 
janvier 2005 à juin 2005, de sorte que T = 6. Pour les 
données recueillies de janvier à juin 2005, le taux de 
chômage moyen global (sur les 71 RMR/CU et les six mois) 
est de 0,076 et le taux moyen global de bénéficiaires de 
l’assurance-emploi est de 0,059. Pour le modèle pour petits 
domaines proposé, le paramètre d’intérêt iTθ  est le taux de 
chômage réel pour le domaine i  en juin 2005, où 
i  = 1, …, 71. Pour appliquer l’échantillonneur de Gibbs, 
nous avons utilisés dix exécutions parallèles comptant 
chacune 2 000 itérations. Nous avons supprimé les 1 000 
premières itérations à titre de période de « rodage ». Les 
hyperparamètres des composantes de variance incluses dans 
le modèle sont fixés à 0,0001 pour refléter nos connais-
sances vagues au sujet de 2

vσ  et de 2.εσ  
Nous présentons maintenant les estimations a posteriori 

des taux de chômage sous le modèle HB intégré proposé 
décrit à la section 4.1 en utilisant la méthode d’échantil-
lonnage de Gibbs. La figure 2 donne les estimations directes 
d’après l’EPA et les estimations fondées sur le modèle HB 
des taux de chômage en juin 2005 pour les 71 RMR/CU au 
Canada. Ces 71 RMR/CU figurent par ordre de taille de 
population, en commençant à gauche par le plus petit CU 
(Dawson Creek, C.-B.) et en terminant à droite par la plus 
grande RMR (Toronto, Ont.). Dans le cas des estimations 
ponctuelles, les estimations HB correspondent à un lissage 
modéré des estimations directes d’après l’EPA. Pour les 
RMR ayant les populations les plus grandes et, par 
conséquent, les tailles d’échantillon les plus grandes, les 
estimations directes et les estimations HB sont très proches, 
comme il fallait s’y attendre, particulièrement pour Toronto, 
Montréal et Vancouver; pour les CU plus petits, l’écart entre 
les estimations directes et HB est important pour certaines 
régions. 

La figure 3 donne les CV des estimations. Le CV de 
l’estimation HB correspond au ratio de la racine carrée de la 
variance a posteriori à la moyenne a posteriori. Il est 
manifeste, si l’on examine la figure 3, que les CV des 
estimations directes sont très grands, particulièrement pour 
les CU dont les CV sont très grands et instables. Compara-
tivement aux estimations directes, les CV des estimations 
HB sont très petits et stables. Le gain d’efficacité obtenu 
grâce aux estimations HB est évident, particulièrement pour 
les CU dont la taille de population est faible. Plus 
précisément, nous avons calculé la réduction en pourcentage 
des CV pour les estimateurs HB en nous basant sur les 
données de juin 2005. La réduction en pourcentage du CV 
est calculée comme la différence entre le CV direct et le CV 
HB par rapport au CV direct. La réduction moyenne du CV 

est de 63 % pour les CU et de 35 % pour les RMR. Comme 
prévu, le modèle proposé a permis de réduire consi-
dérablement le CV comparativement aux estimations 
directes, particulièrement pour les petits CU dont la taille 
d’échantillon est faible.  
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Figure 2  Comparaison des estimations directes et HB 
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Figure 3  Comparaison des CV directs et HB  

5.2 Ajustement du modèle au moyen de la loi 
prédictive a posteriori  

Pour vérifier l’ajustement global du modèle proposé, 
nous utilisons la méthode de la loi prédictive a posteriori. 
Soit repy  l’observation répétée sous le modèle. La loi 
prédictive a posteriori de repy  sachant les données 
observées obsy  est définie comme étant 

rep obs rep obs( | ) ( | ) ( | ) .f y y f y f y d= θ θ θ∫  

Selon cette approche, nous pouvons définir une mesure 
de divergence ( , )D y θ  qui dépend des données y et du 
paramètre ,θ  et comparer la valeur observée 

obs obs( , | )D y yθ  à la loi prédictive a posteriori de 

rep obs( , | ),D y yθ  tout écart significatif indiquant une 
défaillance du modèle. Meng (1994), ainsi que Gelman, 
Carlin, Stern et Rubin (1995) ont proposé la valeur p pré-
dictive a posteriori de la forme  
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rep obs obs( ( , ) ( , ) | ).p P D y D y y= θ ≥ θ  

Il s’agit d’une extension naturelle de la valeur p habi-
tuelle dans un contexte bayésien. Si un modèle est ajusté 
aux données observées, les deux valeurs de la mesure de 
divergence sont semblables. Autrement dit, si le modèle est 
ajusté correctement aux données observées, obs obs( , | )D y yθ  
devrait se situer près de la partie centrale de l’histogramme 
des valeurs rep obs( , | )D y yθ  si repy  est généré de façon 
répétée à partir de la loi prédictive a posteriori. Consé-
quemment, la valeur p prédictive a posteriori devrait 
s’approcher de 0,5 si le modèle est bien ajusté aux données. 
Les valeurs p extrêmes (proches de 0 ou de 1) impliquent 
que l’ajustement n’est pas bon. Nous pouvons estimer la 
valeur p prédictive a posteriori de la façon suivante. Soit *θ  
un tirage à partir de la loi a posteriori obs( | ),f yθ  et soit 

*
repy  un tirage à partir de *

rep( | ).f y θ  Alors, marginale-
ment, *

repy  est un échantillon provenant de la loi prédictive 
a posteriori rep obs( | ).f y y  Il est relativement facile de 
calculer la valeur p en utilisant les valeurs simulées de *θ  
provenant de l’échantillonneur de Gibbs. Pour chaque 
valeur simulée *,θ  nous pouvons simuler *

repy  à l’aide du 
modèle et calculer * *

rep( , )D y θ  et *
obs( , ).D y θ  Alors, la 

valeur p est estimée par la proportion de fois que 
* *
rep( , )D y θ  excède *

obs( , ).D y θ  
Pour le modèle HB proposé, la mesure de divergence 

utilisée pour l’ajustement global est donnée par 

1( , ) (m
i id y y=∑θ = − 1) ( ).ii i iy−∑′θ − θ  Cette mesure a été 

utilisée par Datta et coll. (1999) et par You et coll. (2003). 
Nous avons calculé la valeur p en combinant les valeurs 
simulées de *θ  et *y  provenant des dix exécutions 
parallèles. Nous avons obtenu une valeur p moyenne 
estimée d’environ 0,38. Donc, rien n’indique que l’ajuste-
ment global du modèle est insuffisant. 

Certains ont critiqué la vérification de l’ajustement du 
modèle à l’aide de la valeur p prédictive a posteriori, la 
jugeant modérée à cause du double usage des données 
observées. La double utilisation des données peut induire un 
comportement non naturel, comme l’ont démontré Bayarri 
et Berger (2000). Ces auteurs ont proposé deux mesures de 
la valeur p de rechange pour la vérification du modèle qu’ils 
ont nommées la valeur p prédictive a posteriori partielle et la 
valeur p prédictive conditionnelle. Cependant, leurs mé-
thodes sont plus difficiles à appliquer et à interpréter (Rao 
2002; Sinharay et Stern 2003). Comme le soulignent 
Sinharay et Stern (2003), la valeur p prédictive a posteriori 
est particulièrement utile si nous voyons dans le modèle 
courant un point final plausible auquel des modifications ne 
seront apportées que si un manque considérable d’ajuste-
ment est constaté. 

Pour comparer le modèle proposé au modèle de You 
et coll. (2003), nous avons calculé la mesure de 
divergence de Laud et Ibrahim (1995) fondée sur la loi 

prédictive a posteriori. La mesure de divergence attendue 
de Laud et Ibrahim (1995) est donnée par *

obs( , )d y y =  
1 * 2

obs obs( || || | ),E k y y y− −  où k  est la dimension de obsy  
et *y  est un échantillon tiré de la loi prédictive 
a posteriori obs( | ).f y y  De deux modèles, nous préférons 
celui qui donne la valeur la plus faible de cette mesure. 
Comme Datta, Day et Maiti (1998) et You et coll. (2003), 
nous avons utilisé, pour approximer la mesure de 
divergence *

obs( , ),d y y  les échantillons simulés à partir 
de la loi prédictive a posteriori. En utilisant les sorties 
multiples de l’échantillonnage de Gibbs, nous avons 
obtenu une mesure de divergence de l’ordre de 8 à 9 pour 
le modèle proposé et d’environ 12 à 14 pour le modèle de 
You et coll. (2003). Donc, la mesure de divergence 
donne à penser que le modèle HB intégré proposé pour 
l’estimation du taux de chômage d’après l’EPA est mieux 
ajusté. 
 
5.3 Diagnostic du biais par analyse de régression  

Afin d’évaluer le biais que pourrait introduire le modèle, 
nous utilisons une méthode simple d’analyse de régression 
par les moindres carrés ordinaires pour les estimations 
directes d’après l’EPA ainsi que pour les estimations 
fondées sur le modèle HB. La méthode de régression est 
proposée par Brown, Chamber, Heady et Heasman (2001). 
Si les estimations fondées sur le modèle sont proches des 
taux réels de chômage, les estimateurs directs d’après l’EPA 
devraient se comporter comme des variables aléatoires dont 
les valeurs prévues correspondent aux valeurs des esti-
mations fondées sur le modèle. Nous représentons graphi-
quement les estimations HB fondées sur le modèle en 
abscisse X  et les estimations directes d’après l’EPA en 
ordonnée Y et nous voyons dans quelle mesure la droite de 
régression s’approche de .Y X=  En termes de régression, 
fondamentalement, nous ajustons le modèle de régression 
Y X= α  aux données et estimons le coefficient .α  Des 
estimations fondées sur le modèle dont le biais est faible 
devraient donner une valeur de α  proche de 1. Pour les 
données de juin 2005, soit Y  les estimations directes du 
taux de chômage et X  les estimations HB fondées sur le 
modèle. Nous obtenons une estimation de la valeur de α  de 
1,0207 avec une erreur-type de 0,0281. La figure 4 donne le 
diagramme de dispersion avec la droite de régression 
ajustée. 

Les résultats de la régression ne révèlent aucun écart 
significatif par rapport à .Y X=  Par conséquent, nous 
concluons que les estimations fondées sur le modèle 
calculées d’après le modèle proposé concordent avec les 
estimations directes d’après l’EPA sans inclusion d’un biais 
éventuel supplémentaire. Les résultats pourraient également 
indiquer qu’il n’existe aucune preuve d’un biais dû à une 
erreur de spécification possible du modèle. 
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Figure 4  Diagramme de dispersion avec droite de régression 

 
6. Conclusion et futurs travaux  

Nous avons passé en revue certains modèles pour petits 
domaines, y compris le modèle de Fay-Herriot et le modèle 
transversal et chronologique de You et coll. (2003). Étant 
donné les travaux antérieurs, nous avons proposé un modèle 
non linéaire transversal et chronologique intégré en vue 
d’obtenir des estimations fondées sur un modèle des taux de 
chômage pour les RMR/CU au Canada en utilisant les 
données de l’EPA. Le modèle proposé surmonte les limites 
constatées lors des travaux antérieurs. En particulier, nous 
pouvons modéliser la variance d’échantillonnage sous 
forme d’une fonction de la moyenne de petits domaines en 
émettant l’hypothèse d’un coefficient de variation constant 
pour un domaine donné ou d’un effet de plan constant pour 
un domaine donné. Notre analyse des données révèle que le 
modèle proposé est relativement bien ajusté aux données. 
Les estimations hiérarchiques bayésiennes fondées sur le 
modèle améliorent significativement les estimations directes 
par sondage en ce qui concerne la réduction du coefficient 
de variation, surtout pour les CU dont la population est 
faible. 

Nous prévoyons adopter l’approche de modélisation de 
rechange pour la variance d’échantillonnage. Récemment, 
You et Dick (2004), ainsi que You et Chapman (2006) ont 
utilisé l’approche HB pour modéliser directement la 
variance d’échantillonnage, sans spécifier la forme de cette 
dernière sous le cadre du modèle de Fay-Herriot. Le modèle 
tient compte automatiquement de la variabilité de l’esti-
mation des variances d’échantillonnage. En particulier, You 
et Dick (2004) ont appliqué le modèle au problème de 
l’estimation du sous-dénombrement au recensement et ont 
obtenu des estimations HB efficaces de ce sous-
dénombrement pour divers petits domaines au Canada. Il 
serait intéressant d’adapter la même idée au modèle 
transversal et chronologique et de comparer les résultats à 
ceux des présents travaux. L’objectif de la comparaison est 

d’établir un modèle fiable et facile à mettre en œuvre de 
l’estimation des taux de chômage fondés sur un modèle 
ajusté aux données de l’EPA pour les petits domaines. 

Nous prévoyons produire les estimations fondées sur le 
modèle pour une période relativement longue, par exemple 
24 mois allant de 2004 à 2005. Nous comparerons ces 
estimations aux estimations directes pour les 24 mois, 
particulièrement pour les grandes RMR, afin d’étudier les 
effets de lissage du modèle proposé. Les estimations 
fondées sur le modèle devraient suivre le profil des 
estimations directes d’après l’EPA pour les grandes RMR, 
ce qui indiquerait que le lissage des effets de la série 
temporelle sont raisonnables. Le but est de vérifier la 
robustesse des estimations fondées sur le modèle proposé au 
fil du temps. 

 
Annexe  

Nous présentons ci-après les lois conditionnelles 
complètes pour l’échantillonneur de Gibbs sous le modèle 
HB proposé. Soit 1( , ..., ) ,mY Y Y′ ′ ′= 1( , ..., ) ,mX X X′ ′ ′=  

1( , ...,′θ = θ )′ ′θm  et 1( , ..., ) ,mu u u′ ′ ′=  avec 1( , ..., ),i i iTY y y′=  

iX ′ = 1( , ..., ),i iTx x 1( , ..., ),i i iT
′θ = θ θ  et 1( , ..., )′ =i i iTu u u . 

Nous obtenons les lois conditionnelles complètes comme 
il suit : 

• 
2 2| , , , , ~vY uεβ σ σ θ  

1 2 1(( ) (log( ) ), ( ) );vN X X X u X X− −′ ′ ′θ − σ  
 

 

• 
2 2| , , , , ~v Y uεσ β σ θ  

( )( )2
1 1 1 1

IG / 2, (log( ) ) /2 ;
m T

it it iti t
a mT b x u

= =
′+ + θ − β−∑ ∑

 
 
 

• 
2 2| , , , , ~vY uεσ β σ θ  

( )( )2
2 2 , 11 2

IG ( 1) / 2, ( ) /2 ;
m T

it i ti t
a m T b u u −= =

+ − + −∑ ∑  
 

 

• Pour 1, ..., ,i m=  
2 2

1 2| , , , , , ~i v iu Y uεβ σ σ θ  
1 1

1 1 2
2 2 2 2 2 2

log( )1 1 1 1
, ;i i i

v v v
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ε ε ε
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• Pour 1, ..., ,i m=  et 2 1,t T≤ ≤ −  
2 2

, 1 , 1| , , , , , , ~it v i t i tu Y u uε − +β σ σ θ  
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• Pour 1, ..., ,i m=  
2 2
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