Techniques d’enquéte, juin 2006

Vol. 32, N° 1, pp
Statistique Canada, N° 12-001-XPB au catalogue

.107-114

Estimation pour petits domaines au moyen de modéles régionaux et

d’estimations des variances d’échantillonnage

Yong You et Beatrice Chapman '

Résumé

Dans le contexte de I’estimation pour petits domaines, des modéles régionaux, comme le modéle de Fay-Herriot (Fay et
Herriot, 1979), sont trés souvent utilisés en vue d’obtenir de bons estimateurs fondés sur un modeéle pour les petits domaines
ou petites régions. Il est généralement supposé que les variances d’erreur d’échantillonnage incluses dans le modé¢le sont
connues. Dans le présent article, nous considérons la situation ou les variances d’erreur d’échantillonnage sont estimées
individuellement au moyen d’estimateurs directs. Nous construisons un mode¢le hiérarchique bayésien (HB) complet pour
les estimateurs par sondage directs et pour les estimateurs de variance de I’erreur d’échantillonnage. Nous employons la
méthode d’échantillonnage de Gibbs pour obtenir les estimateurs HB pour les petites régions. L’approche HB proposée tient
compte automatiquement de I’incertitude supplémentaire associée a 1’estimation des variances d’erreur d’échantillonnage,
particuliérement quand la taille des échantillons régionaux est trés faible. Nous comparons le modéle HB proposé au mod¢le
de Fay-Herriot grace a I’analyse de deux ensembles de données d’enquéte. Nos résultats montrent que les estimateurs HB
proposés donnent d’assez bons résultats comparativement aux estimations directes. Nous discutons également du probléme
des lois a priori sur les composantes de la variance.

Mots clés : Echantillonnage de Gibbs; hiérarchique bayésien; sensibilité aux lois a priori; taille d’échantillon;
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composantes de la variance.

1. Introduction

Dans la plupart des applications, les enquétes par
sondage sont concues afin de fournir des estimations
directes fiables pour ’ensemble de la population, de méme
que pour les grandes régions au moyen de données d’échan-
tillon propres a la région. Toutefois, fréquemment, cette
méthode d’estimation directe ne produit pas d’estimations
fiables pour les petites régions, a cause de la trés petite taille
des échantillons obtenus pour ces derniéres. Puisque les
estimations directes pour les petites régions sont souvent
assorties d’une erreur-type trop grande, si 1’on veut
augmenter la précision et la fiabilité, il est nécessaire
d’«emprunter de 'information » aux régions apparentées,
donc d’accroitre la taille efficace de 1’échantillon, en vue de
produire des estimations indirectes pour les petites régions
(Rao 1999). Les méthodes fondées sur un modéle explicite,
qui s’appuient sur des données supplémentaires, telles que
des données de recensement ou des données adminis-
tratives, associées aux petites régions dans des modéles
explicites en vue de relier ces régions, ont été utilisées a
grande échelle en pratique pour obtenir des estimateurs
fondés sur un modele fiables. Ces modéles se répartissent en
deux grandes catégories, a savoir les modeles au niveau de
la région et les modeéles au niveau de I'unité. Les modéles
de niveau régional sont fondés sur des estimateurs par
sondage régionaux directs et les modéles de niveau unitaire
sont fondés sur les observations individuelles recueillies
dans les régions. Pour une vue d’ensemble et une évaluation
des mode¢les appliqués a 1’estimation pour petits domaines

ou petites régions, voir Rao (1999, 2003). Dans le présent
article, nous étudions les modéles de niveau régional.

Pour obtenir un modeéle régional de base, nous supposons
que le parametre d’intérét de la petite région 0, est relié¢ a
des données auxiliaires propres a la région x;, =
(%5 ---» X;,)" grice a un modele linéaire

0, =xB+v,i=1,...,m, €))

ou m est le nombre de petites régions, B=(B,,...,,)" est
le vecteur de dimensions px1 de coefficients de
régression, et les v, sont les effets aléatoires propres a la
région que nous supposons étre indépendants et identique-
ment distribués (iid) avec E(v,)=0 et var(v,)=oc.
L’hypothése de normalité peut également étre incluse. Ce
modele est appelé modele de liaison pour 6.

Le modele régional de base repose aussi sur I’hypothése
quétant donné la taille d’échantillon propre a la région
n, > 1, il existe un estimateur par sondage direct y, (habi-
tuellement sans biais par rapport au plan de sondage) pour le
parametre de petite région 0, tel que

¥,=0,+e, i=1,...,m, )

ou e; est I’erreur d’échantillonnage associée a I’estimateur
direct y,. Nous supposons aussi que les e, sont des
variables aléatoires normales indépendantes de moyenne
E(e;10,)=0 etde variance d’échantillonnage var(e,|0,) =

o’. La combinaison des modéles (1) et (2) donne un

1

modele linéaire mixte régional

v, =xB+v,+e,i=1..,m 3)
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Le mode¢le bien connu de Fay—Herriot (Fay et Herriot 1979)
appliqué a I’estimation pour petites régions a la forme du
modele (3) sous I’hypothése que la variance d’échantil-
lonnage o, est connue dans le modéle, c’est-a-dire une
hypotheése tres forte. Habituellement, on utilise dans le
modéle un estimateur lissé de o que I’on traite alors
comme ¢étant connue. Dans le présent article, nous
considérons la situation ou les variances d’échantillonnage
o sont inconnues et sont estimées au moyen d’estimateurs
sans biais s’. A DIinstar de Rivest et Vandal (2002) et de
Wang et Fuller (2003), nous supposons que les estimateurs
s? sont indépendants des estimateurs par sondage direct y,
et que leur distribution d’échantillonnage est d, s ~ o %> ,
ou d,=n;—1 et n, est la taille d’échantillon pour la i
région. Par exemple, supposons que nous ayons #;
observations provenant de la petite région i et que ces
observations soient iid N(u,,5”). Soit y, la moyenne
d’échantillon des n, observations. Alors, y, ~ N(u,,c;)
et 6. =" /n,. Nous pouvons alors obtenir un estimateur
direct de o sous la forme s’ =t /n, ou 1. est la
variance d’échantillon des n; observations. En outre, y, et
s} sont indépendants et (1, —1)s; ~ G, xi’_l.

Nous voulons estimer les paramétres de petite région 0,.
Rivest et Vandal (2002), ainsi que Wang et Fuller (2003)
ont obtenu les estimateurs par la méthode empirique du
meilleur prédicteur linéaire sans biais (EBLUP) de 6, et les
approximations des erreurs quadratiques moyenne (EQM)
associées en supposant que m et n, sont relativement
grands. Dans le présent article, nous considérons une
approche hiérarchique bayésienne (HB) s’appuyant sur la
méthode d’échantillonnage de Gibbs. L’un des avantages de
I’approche HB est qu’elle est simple et que les inférences
pour les parametres 0, sont « exactes », contrairement a
celles obtenues par 1’approche EBLUP. Le paramétre de
petite région 0, est estimé par sa moyenne a posteriori et sa
précision est mesurée par sa variance a posteriori.
L’approche HB tient compte automatiquement des in-
certitudes associées aux paramétres inconnus dans le
modéle. A la section2, nous présentons les modéles
régionaux HB et les inférences basées sur 1’échantillonnage
de Gibbs connexes. A la section 3, nous décrivons I’analyse
de deux ensembles de données d’enquéte et une analyse de
sensibilité. Enfin, a la section4, nous offrons certaines
conclusions et proposons certaines orientations pour de
futurs travaux.

2. Approche hiérarchique bayésienne
Nous allons maintenant présenter le modéle régional (3)

et les variances d’échantillonnage estimées s’ dans un
cadre hiérarchique bayésien (HB) comme il suit :
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Modéle 1

¢ yi|ei’ iZNindN(ei’Giz)’i:L-'-am;

« d;s}|o; ~indo]yy.d=n—1, i=1, ... m
+ 0,|B.0} ~ind N(x{ B, o)), i=1,....m;

+ Lois apriori sur les paramétres: m(B)cocl, Tc(cs,.z)~
Gl(a,,b,),i=1, ..., m, ©(c.) ~Gl(a,, b,), ou les
a;,b, (0<i<m) sont des constantes connues fixées
a une valeur trés petite afin de refléter les
connaissances vagues au sujet de 6> et o.. GI dénote
la loi gamma inverse.

Dans le modéle 1, les variances d’échantillonnage o7
sont inconnues. Cependant, en pratique, nous pourrions
avoir un modéle plus simple en remplagant G par son
estimation s’ (ici s’ est traitée comme si elle était

constante) et obtenir le modéle suivant :
Modéle 2
< 3,10, ~ind N®,,67 =57), i=1,...,m;
- 0,|B,o.~ind N(x/B,c2), i=1,...,m;
« Lois a priori : ©(B) «c 1, n(c>) ~ Gl(ay,b, ).

Le modele 2 est, en fait, le modele de Fay-Herriot avec
variances d’échantillonnage connues, s’. Si les tailles des
échantillons régionaux », sont faibles, I’utilisation de s;
dans le modéle 2 peut donner lieu & une sous-estimation de
’EQM sous I’approche EBLUP ou de la variance
a posteriori sous 1’approche HB. Nous souhaitons évaluer
les effets de Iutilisation de s” pour o dans le modéle.
Nous obtiendrons les estimations HB de 0, sous le
modele 1 ainsi que le modele2 et les comparerons en
procédant a I’analyse de données d’enquéte réelles.

Sous I’approche HB, nous utilisons la moyenne
aposteriori E(0, | y) en tant qu’estimation ponctuelle de
0, et la variance a posteriori (6, | y) en tant que mesure
de la variabilitt, ou y=(y,...,»,). Pour estimer
E@®,]y) et V(6,|y), nous employons la méthode
d’échantillonnage de Gibbs (Gelfand et Smith 1990).
Partant du modéle 1, nous obtenons les lois conditionnelles
complétes suivantes pour 1’échantillonneur de Gibbs :

« [0,]y.B,07, 0,1~ N(y;, », +(1=y,)x/ B, y,5;), ou

-1
{z xrx;J {z xjeiJ’
i=1 i=1

2 m _1
!
G, z XX
i=1

- [Bly,6,07,0,]~N

p
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d +1
a +——,b,
2

- [0}]7.6,B,0,]~GlI ,
+(y,' _e[)z +disi2

2

ond,=n-1i=1...,m;

m
a, +—,b,
© [Gnepoil-al ) .
+EZ(ei_x;B)2
i=1

11 est facile de tirer des échantillons a partir de ces lois
conditionnelles complétes. Pour les applications, nous
utilisons L =5 exécutions paralléles, chacune avec une
durée de « rodage » de B=1 000 et une taille d’échantillon
de Gibbs de G=5000. Les parametres a priori a;, b, et
a,, b, sont fixés a 0,0001. Nous obtenons donc I’estimateur
HB de 6, sous le modele 1 suivant

L G
AHB -1 1 1 r
0" =(LG)" 2 2 (r¥y +(=7) X[ B™), (4
=1 g=1
ou 7 =21 /(21 1 52", et la variance a posteriori

de 0, peut étre estimée par

7(0)=(L6) X3 61"

1=l g=1

L G
FLG) YD (1, + (L=y () B )

1=1 g=1

2
L G
- {(LG)* 220y + (- vf-@)x,-'ﬁ“g))} .0
=1 g=1

ou B2, Gf“g), Gf“g); g=1..G;I1=1, .., L} est
I’échantillon généré au moyen de I’échantillonneur de
Gibbs. Les estimateurs (4) et (5) sont les estimateurs HB
dits rao-blackwellisés. Les estimateurs rao-blackwellisés
sont plus stables pour ce qui est des erreurs de simulation,
comme I’ont montré, par exemple, Gelfand et Smith (1991),
ainsi que You et Rao (2000).

Maintenant, considérons le modele 2. Les lois condition-
nelles complétes pour 1’échantillonneur de Gibbs sous le
mode¢le 2 sont

« [0,13,B, 0.1~ N(y, ¥, +(1=v)x] B, v, 5.), ou
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m
a, +—., b,
2

© o1y, 0.1~GI| | :
+EZ(ei_x;B)2
i=1

Sous le modele 2, I’estimateur HB de 6, et I’estimateur
de la variance a posteriori correspondant sont donnés par (4)
et (5), respectivement, avec o.'® remplacé par s’.
Soulignons que I’utilisation de s au lieu de o;"® peut
donner lieu & une sous-estimation importante de la variance
a posteriori de 6, pour certaines régions pour lesquelles la
taille d’échantillon 7, est petite. Nous comparerons les
estimateurs HB et évaluerons les effets de I’utilisation de s
dans le modele 2 grace a une analyse de données a la section
suivante.

3. Analyse de données

3.1 Les ensembles de données

Nous considérons deux ensembles de données
intéressants pour nos analyses. Le premier contient des
données sur les cultures de mais et de soja pour huit régions
seulement pour lesquelles la taille d’échantillon est petite.
Le deuxiéme contient des données sur le lait pour 43 régions
pour lesquelles la taille d’échantillon est relativement
grande. Nous comparerons les modéles HB et les esti-
mations basées sur ces deux ensembles de données.

Données sur le mais et le soja: Ces données, qui
proviennent du U.S. Department of Agriculture, ont été
étudiées pour la premiére fois par Battese, Harter et Fuller
(1988). Elles contiennent les nombres d’hectares cultivés
déclarés et des données recueillies par le satellite
LANDSAT pour les cultures de mais et de soja dans des
segments échantillonnés de 12 comtés de I'lowa. Les
nombres déclarés d’hectares pour chaque culture constituent
les estimations directes par sondage. Les données auxiliaires
sont les moyennes de population du nombre de pixels d’une
culture donnée par segment. Les tailles d’échantillon sont
petites pour ces régions, variant de un a cing. Pour 1’étude,
nous utilisons uniquement les comtés pour lesquels la taille
d’échantillon est égale ou supérieure a trois (huit régions
répondent a ce critére). Par conséquent, la taille d’échan-
tillon des comtés varie de trois a cing. Les données
originales sont des données au niveau de l'unité. Afin
d’obtenir des données au niveau de la région, nous avons
calculé la moyenne d’échantillon et I’erreur-type d’échan-
tillon pour chaque comté. Pour les données sur le mais et le
soja, les erreurs-types d’échantillon sont en général assez
grandes (donnant certains c.v. dans la fourchette de 0,3 a 0,4
et un c.v. de 0,532), mais, par hasard, dans certains cas elles
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sont faibles (pour les données sur le mais, I’erreur-type est
de 5,704 et le c.v., de 0,036 pour le comté de Franklin).
Comme les tailles d’échantillon sont trés faibles, ces
erreurs-types d’échantillon ne peuvent étre considérées
comme des approximations fiables des erreurs-types réelles.
Le tableaul présente les données de niveau régional
modifiées pour le mais et le soja produites d’aprés les
données au niveau unitaire de Battese et coll. (1988).

Tableau 1
Données de niveau régional modifiées sur les cultures,
d’apres Battese, Harter et Fuller (1988)

Mais Soja
Pays n; Vi e.-t. c.v. Vi e.-t. c.v.
Franklin 3 158,623 5,704 0,036 52,473 16,425 0,313
Pocahontas 3 102,523 43,406 0,423 118,697 50,290 0,424
Winnebago 3 112,773 30,547 0,271 88,573 10,453 0,118
Wright 3 144,297 53,999 0,374 97,800 52,034 0,532
Webster 4 117,595 21,298 0,181 112,980 23,531 0,208
Hancock 5 109,382 15,661 0,143 117,478 17,209 0,146
Kossuth 5 110,252 12,112 0,110 117,844 20,954 0,178
Hardin 5 120,054 36,807 0,307 101,834 26,790 0,263

Données sur le lait : Les données sur le lait, utilisées dans
un article publié par Arora et Lahiri (1997), proviennent du
U.S. Bureau of Labor Statistics. Les valeurs estimées sont
les dépenses moyennes en lait frais pour 1989. L’ensemble
contient des données sur 43 régions dont la taille d’échan-
tillon varie de 95 a 633. Les c.v. varient de 0,074 a 0,341 sur
les 43 régions. Le lecteur trouvera une description plus
détaillée des données dans Arora et Lahiri (1997). Par souci
de complétude, nous présentons les données au tableau 2. A
I'instar d’Arora et Lahiri (1997), nous utilisons x;B=f; si
ie j¢ grande région (série de régions semblables pour la
publication). Arora et Lahiri (1997) ont utilisé huit grandes
régions. Puisque cette division en huit grandes régions n’est
pas décrite dans leur article, apres avoir relevé les tendances
dans les données, nous avons utilis€ le modele de
Fay-Herriot pour tester deux nouvelles divisions en six et en
quatre grandes régions obtenues en regroupant les estima-
tions par sondage semblables. En général, I'utilisation de ces
grandes régions produit une réduction importante des c.v.
Alors que les six groupes ont produit une réduction
moyenne des c.v. d’environ 20 %, les quatre groupes ont
donné une réduction moyenne d’environ 25 % des c.v.
comparativement aux estimations directes. La comparaison
des estimations ponctuelles et des c.v. montre que
I'utilisation des quatre grandes régions donne de meilleurs
résultats que ’utilisation des six grandes régions. Les quatre
grandes régions sont 1-7, 8-14, 15-25 et 26-43. Ici, nous
utiliserons ces quatre groupes comme variables auxiliaires
aux fins d’illustration.
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Tableau 2
Donnée sur le lait, tirées de Arora et Lahiri (1997)
Petite
région n; y; e.-t. C.V.

1 191 1,099 0,163 0,148

2 633 1,075 0,080 0,074

3 597 1,105 0,083 0,075

4 221 0,628 0,109 0,174

5 195 0,753 0,119 0,158

6 191 0,981 0,141 0,144

7 183 1,257 0,202 0,161

8 188 1,095 0,127 0,116

9 204 1,405 0,168 0,120
10 188 1,356 0,178 0,131
11 149 0,615 0,100 0,163
12 290 1,460 0,201 0,138
13 250 1,338 0,148 0,111
14 194 0,854 0,143 0,167
15 184 1,176 0,149 0,127
16 193 1,111 0,145 0,131
17 218 1,257 0,135 0,107
18 266 1,430 0,172 0,120
19 214 1,278 0,137 0,107
20 213 1,292 0,163 0,126
21 196 1,002 0,125 0,125
22 95 1,183 0,247 0,209
23 195 1,044 0,140 0,134
24 187 1,267 0,171 0,135
25 479 1,193 0,106 0,089
26 230 0,791 0,121 0,153
27 186 0,795 0,121 0,152
28 199 0,759 0,259 0,341
29 238 0,796 0,106 0,133
30 207 0,565 0,089 0,158
31 165 0,886 0,225 0,254
32 153 0,952 0,205 0,215
33 210 0,807 0,119 0,147
34 383 0,582 0,067 0,115
35 255 0,684 0,106 0,155
36 226 0,787 0,126 0,160
37 224 0,440 0,092 0,209
38 212 0,759 0,132 0,174
39 211 0,770 0,100 0,130
40 179 0,800 0,113 0,141
41 312 0,756 0,083 0,110
42 241 0,865 0,121 0,140
43 205 0,640 0,129 0,202

3.2 Analyse des résultats

Données sur le mais et le soja: Pour commencer, nous
examinons I’effet de notre traitement de o, en utilisant
I’approche HB. Le tableau3 donne les estimations HB,
é,.HB , et les erreurs-types (e.-t.) et les coefficients de
variation (c.v.) connexes pour les ensembles de données de
niveau régional pour le mais et le soja. L’erreur-type est la
racine carrée de la variance a posteriori. Sous le modéle 1
(o; inconnue), les e-t. et les c.v. sont systématiquement
plus élevés que les valeurs correspondantes sous le modeéle 2
(o7 =5’ connue). L’accroissement des e.-t. et des c.v. sous
le mode¢le 1 est prévisible, puisque ce modéle tient compte



Techniques d’enquéte, juin 2006

de la variabilité supplémentaire due a I’estimation de o.
En moyenne, ’accroissement des e.-t. et des c.v. est de
I’ordre de 20 % (ce calcul exclut le comté de Franklin pour
les données sur le mais). Les résultats confirment que si I’on
suppose que o, =s;, I’estimation directe connue de o,
on obtient une sous-estimation de Ierreur-type et du
coefficient de variation de .. L’examen des comtés de
Franklin et de Webster pour les données sur le mais et du
comté de Winnebago pour les donnée sur le soja établit que,
dans certains cas ou les erreurs d’échantillonnage sont, par
hasard, assez faibles, cette sous-estimation est importante.

Tableau 3
Comparaison des estimations HB pour les données
sur les cultures

G,-z connue (G,-Z :s,-z) G,-z inconnue
Comté é,HB e.-t. [N é,HB e.-t. [N
Mais
Franklin 155,788 6,061 0,039 142,862 18,408 0,129
Pocahontas 100,813 28,297 0,281 91,560 32,420 0,356
Winnebago 115,337 28,406 0,246 113,130 35,207 0,311
Wright 131,630 28,345 0,215 123,547 30,764 0,250
Webster 109,030 20,634 0,189 97,856 29,834 0,307
Hancock 121,682 15,656 0,129 123,478 17,857 0,145
Kossuth 115,710 11,180 0,097 114,910 12,510 0,109
Hardin 135,626 23,228 0,171 135,178 23,804 0,176
Soja
Franklin 75,375 16,272 0,216 88,186 21,067 0,239
Pocahontas 116,943 27,031 0,231 109,052 30,098 0,276
Winnebago 87,525 10,304 0,118 88,053 18,854 0,214
Wright 104,184 23,671 0,227 105,825 24,497 0,232
Webster 115,510 20,789 0,180 109,455 25,801 0,236
Hancock 101,368 15,741 0,155 102,876 17,311 0,169
Kossuth 102,388 14,948 0,146 101,862 15,019 0,148
Hardin 87,455 17,774 0,203 93,397 20,251 0,217

La comparaison des estimations HB sous les modéles 1
et 2 aux estimations directes peut se faire en se servant des
c.v. présentés aux tableaux 1 et 3. Sous le modéle 2, les
estimations HB ont un c.v. plus petit que les estimations
directes pour six des huit comtés pour les données sur le
mais et, de méme, dans six des huit comtés pour le données
sur le soja. Dans le cas des deux cultures, pour les deux
comtés restants, les c.v. sous le modéle 2 sont les mémes ou
légérement plus grands que les c.v. des estimations directes
par sondage. Par conséquent, les estimateurs provenant du
modele 2 semblent étre plus efficaces que les estimateurs
directs par sondage. Par contre, I’examen des estimations
HB sous le modele 1 et des estimations directes par sondage
produit des résultats mixtes pour les ensembles de donnée
sur le mais et le soja. Le modele1 tient compte de
I’incertitude supplémentaire due a 1’estimation des variances
d’échantillonnage et, par conséquent, les estimations HB ne
sont meilleures dans le cas des données sur le mais que pour
quatre des huit comtés. Dans le cas des données sur le soja,
les estimations HB représentent une amélioration par
rapport aux c.v. des estimations directes par sondage pour
cinq des huit comtés. Pour les autres, les c.v. des estimations
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directes sont plus faibles, voire méme considérablement
plus faibles dans certains cas. Pour les données sur le mais,
les c.v. des estimations pour les comtés de Franklin et de
Webster augmentent de plus de 0,09 et 0,12, respective-
ment, dans le cas du modéle 1. En outre, pour les données
sur le soja, le c.v. pour le comté de Winnebago augmente de
pres de 0,10 par rapport & I’estimation directe par sondage
lorsqu’on utilise le modéle 1. Les régions ou les estimations
directes ont un c.v. plus faible que les estimations HB
correspondantes comprennent plusieurs régions ou les c.v.
sont, par hasard, anormalement petits. Donc, le c.v. plus
¢levé produit par le modéle refléte une valeur plus
appropriée pour ces régions. Parmi les sept cas ou le c.v.
direct est plus petit que le c.v. HB sous le mode¢le 1, pour les
trois cas susmentionnés, 1’écart est important et pour les
quatre autres, l'utilisation du modéle 1 ne cause qu’une
léegére réduction d’efficacité. Puisque les estimations
directes par sondage produisent fréquemment des c.v.
inacceptablement grands, mais peuvent néanmoins donner
par hasard des c.v. anormalement et inexplicablement
faibles, I’estimation HB sous le modéle 1 pourrait étre plus
fiable et raisonnable, parce qu’elle tient compte de
I’incertitude due a I’estimation de ;.

Données sur le lait . Le tableau4 contient les estimations
HB pour les données sur le lait. Comme prévu, sur
I’ensemble des 43 régions, le fait de supposer que la
variance G; est connue ou inconnue donne lieu & une
variation négligeable des estimations ponctuelles, des
erreurs-types et des coefficients de variation, étant donné la
grande taille des échantillons pour les 43 régions. Par
conséquent, la substitution de o7 =5’ dans le modéle est
raisonnable, lorsque les tailles des échantillons régionaux
sont grandes, comme I’illustre clairement cet exemple. En
outre, les e.-t. et les c.v. des estimations HB sont plus petits
que ceux des estimations directes par sondage présentées au
tableau 2. Comme il faut s’y attendre, ’approche HB re-
présente donc une amélioration par rapport aux estimations
directes par sondage.

3.3 Lois a priori et analyse de sensibilité

Dans le modéle 1, nous supposons que les variances
d’échantillonnage o sont indépendantes et suivent une loi
a priori gamma inverse Gl(a,, b,), €t que la variance sous le
modéle o suit aussi une loi apriori gamma inverse
Gl(a,,b,), ou a;,b; (0<i<m) sont des constantes
connues fixées a une valeur trés faible afin de refléter les
connaissances vagues au sujet de o’ et .. Donc, nous
avons utilisé les lois a priori appropriées afin d’éviter que
toute loi a posteriori soit inappropriée. Nous pourrions
envisager d’utiliser des lois a priori uniformes pour o et
o2, cest-a-dire (s )ocl, et m(c>)ocl, semblables a la

loi a priori uniforme sur 3. Avec les lois a priori uniformes
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2 2 . s \ 2
sur o; et o, les lois conditionnelles complétes pour G; et
2 r
o, sont données par

d -1 (y _ei)z + diSi2

2 2
[G[|y’e’B’GV]NGI 2 bl 2 bl
et
2 2 m-=2 1 2
[Gv|y’eaB’G[]~GI ’_Z(ei_'x’r B)
2 235
Tableau 4
Comparaison des estimations HB pour les données sur le lait
P'et‘ite G,-z connue (G,-Z = s,-z) G,-z inconnue
region é,HB e.-t. c.v. é,HB e.-t. c.v.
1 1,020 0,113 0,111 1,021 0,111 0,109
2 1,045 0,072 0,069 1,045 0,071 0,068
3 1,065 0,073 0,069 1,065 0,074 0,069
4 0,767 0,095 0,124 0,770 0,096 0,125
5 0,849 0,096 0,113 0,852 0,096 0,113
6 0,975 0,103 0,106 0,975 0,102 0,105
7 1,058 0,125 0,118 1,055 0,125 0,118
8 1,097 0,099 0,090 1,096 0,099 0,090

9 1,219 0,121 0,099 1,215 0,121 0,100
10 1,192 0,122 0,102 1,190 0,122 0,102
11 0,793 0,094 0,119 0,799 0,097 0,122
12 1,213 0,131 0,108 1,209 0,130 0,107
13 1,206 0,112 0,093 1,203 0,112 0,093
14 0,984 0,107 0,109 0,987 0,107 0,109
15 1,187 0,105 0,088 1,187 0,104 0,087
16 1,156 0,104 0,090 1,156 0,102 0,089
17 1,225 0,101 0,083 1,225 0,100 0,081
18 1,284 0,115 0,089 1,281 0,113 0,088
19 1,234 0,101 0,082 1,235 0,100 0,081
20 1,233 0,110 0,089 1,233 0,110 0,089
21 1,092 0,097 0,089 1,095 0,098 0,089
22 1,192 0,128 0,107 1,193 0,127 0,106
23 1,122 0,103 0,092 1,125 0,103 0,091
24 1,221 0,113 0,092 1,220 0,111 0,091
25 1,193 0,086 0,072 1,193 0,086 0,072
26 0,761 0,091 0,120 0,762 0,091 0,120
27 0,763 0,092 0,120 0,762 0,091 0,119
28 0,734 0,125 0,170 0,732 0,123 0,169
29 0,768 0,085 0,110 0,767 0,085 0,110
30 0,615 0,076 0,124 0,618 0,076 0,123
31 0,769 0,122 0,158 0,767 0,120 0,156
320,795 0,119 0,150 0,792 0,118 0,148
33 0,771 0,091 0,118 0,770 0,090 0,117
34 0,612 0,060 0,099 0,613 0,062 0,100
35 0,701 0,085 0,121 0,701 0,084 0,120
36 0,757 0,094 0,123 0,759 0,093 0,123
37 0,534 0,080 0,150 0,538 0,081 0,151
38 0,744 0,096 0,129 0,743 0,095 0,128
39 0,754 0,082 0,108 0,753 0,082 0,108
40 0,768 0,088 0,115 0,768 0,088 0,115
41 0,747 0,071 0,095 0,747 0,070 0,094
42 0,801 0,093 0,116 0,800 0,092 0,116
43 0,682 0,094 0,139 0,682 0,094 0,138

L’application de I’échantillonneur de Gibbs sous les lois
a priori uniformes est également simple. Cependant, les lois
apriori uniformes sur o, et G peuvent mener & des lois
aposteriori, ou posteriors, inappropriées si les tailles
d’échantillon et le nombre de petites régions sont faibles.
Pour mieux visualiser le probléme des lois a priori sur o,
nous pouvons étudier le modéle 1 en deux étapes. En
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. . . . .. 2
premier lieu, nous pouvons obtenir la loi a posteriori de o},

. . . . 2 oy
connaissant I’estimation directe s; de cette derniére, sous la
forme

n(o; |s7) o f(s7 |o}) n(c?)
o« (07) " -exp{-o;’d,s] / 2} - n(c}).

En postulant une loi a priori uniforme n(c;)oc1, nous
obtenons

2
w(o? | 52)~ GI| Lo, 450 |
2 2

a condition que d;>2, ou n, >3. Alors, nous pouvons
utiliser cette loi a posteriori GI approprié m(c |s7) en tant
que loi apriori informative sur o dans le modéle
d’échantillonnage y,10,,6; ~ind N(0,,5;). Cela
assurera une inférence a posteriori correcte. Pour les
données modifiées sur le mais et le soja, 1’utilisation des lois
apriori uniformes sur o, produira une loi a posteriori
impropre, a cause de la petite taille de I’échantillon (n, = 3)
pour certaines régions. Donc, nous utilisons des lois a priori
gamma inverses appropriées dans 1’analyse des données
pour nous assurer que toute les lois a posteriori soient
corrects, comme cela est fait habituellement en pratique lors
de I’estimation HB sur petites régions (par exemple, Arora
et Lahiri 1997; Datta, Lahiri, Maiti et Lu 1999; You et Rao
2000; Rao 2003). Par conséquent, nous n’avons pas a
craindre que certaines lois a posteriori soient inappropriés,
puisque I'inférence HB correcte devrait étre fondée sur des
lois a posteriori appropriées. Sous le modeéle 2 avec variance
d’échantillonnage connue donnée par o =s’, et
I"utilisation d’une loi a priori uniforme m(c>)ocl sur o,
la loi a posteriori de . sera approprié a condition que
m>p+2, oum est le nombre de petites régions et p est la
taille des paramétres de régression 3 (Rao 2003, page 238).
Puisque le nombre de petites régions est habituellement
assez grand, cette conditions est en général satisfaite en
pratique.

Pour I’analyse de sensibilité des lois a priori appropriées
vagues, nous pouvons tester la sensibilit¢ des estimations
aposteriori au choix des paramétres apriori q,
b, (0<i<m). Sous le modele 1, nous fixons a,=b, a
quatre valeurs différentes, ¢’est-a-dire 0,0001, 0,001, 0,01 et
0,1. Le tableau5 donne les estimations des moyennes
a posteriori pour les données sur le mais et le soja, et le
tableau 6, les c.v. correspondants.

11 est évident, si I’on examine les tableaux 5 et 6, que les
estimations a posteriori et les c.v. correspondants sont & peu
pres les mémes et stables, ce qui indique que les estimations
HB ne sont pas sensibles au choix des lois a priori
appropriées vagues. Dans le cas des données sur le lait, les
estimations HB sont trés stables au choix de ces lois a priori
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appropriées vagues (résultats non présentés ici). Puisque les
données sur le lait proviennent d’échantillons de grande
taille, nous pouvons également utiliser des lois a priori
uniformes sur les composantes de la variance pour les
analyser sous le modele 1. Nous obtenons donc les
estimations HB fondées sur les lois a priori uniformes et les
comparons aux estimations HB fondées sur les lois a priori
GI vagues. Ces estimations HB sont presque identiques et
stables, 1’écart relatif variant de 0,07 % a 2,23 %, avec une
valeur moyenne de 0,69 % sur 43 régions, ce qui indique
que les estimations a posteriori des moyennes de petite
région fondées sur le modéle 1 sont trés stables et ne sont
pas sensibles au choix des lois a priori uniformes ni des lois
a priori GI vagues, a condition que les tailles d’échantillons
et le nombre de petites régions soient relativement grands.

Tableau 5
Comparaison des estimations des moyennes a posteriori
pour les données sur le mais

Gl(a;,b,),a, =b,
Comté 0,0001 0,001 0,01 0,1
Mais
Franklin 142,862 142,593 143,155 144311
Pocahontas 91,560 91,912 91,422 91,974
Winnebago 113,130 113,068 121,578 114,430
Wright 123,547 124,170 125,103 125,351
Webster 97,856 98,231 99,132 98,511
Hancock 123,478 123,858 124,395 124,138
Kossuth 114910 115,281 115316 115,528
Hardin 135,178 134,157 135,223 136,001
Soja
Franklin 88,186 89,368 89,145 89,513
Pocahontas 109,052 109,571 107,745 108,176
Winnebago 88,053 87,478 86,267 87,302
Wright 105,825 106,712 105,142 104,676
Webster 109,455 108,392 109,835 110,252
Hancock 102,876 103,413 102,240 101,808
Kossuth 101,862 101,159 101,379 100,808
Hardin 93,397 94,713 93,576 94,767
Tableau 6
Comparaison des c.v. a posteriori pour les
données sur le mais
Gl(a;,b,),a, =b,
Comté 0,0001 0,001 0,01 0,1
Mais
Franklin 0,129 0,124 0,128 0,125
Pocahontas 0,356 0,351 0,347 0,341
Winnebago 0,311 0,314 0,321 0,324
Wright 0,250 0,246 0,235 0,236
Webster 0,307 0,292 0,285 0,280
Hancock 0,145 0,148 0,148 0,142
Kossuth 0,109 0,110 0,107 0,104
Hardin 0,176 0,173 0,178 0,168
Soja
Franklin 0,239 0,233 0,231 0,227
Pocahontas 0,276 0,281 0,271 0,296
Winnebago 0,214 0,193 0,196 0,198
Wright 0,232 0,223 0,231 0,226
Webster 0,236 0,231 0,237 0,228
Hancock 0,169 0,165 0,168 0,161
Kossuth 0,148 0,145 0,142 0,135
Hardin 0,217 0,215 0,213 0,213
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4. Conclusion et travaux futurs

Dans le présent article, nous avons étudié le modéle bien
connu de Fay-Herriot dans les situations ou il est supposé
que o, la variance d’erreur d’échantillonnage est inconnue
et estimée au moyen de I’estimateur sans biais s, en
utilisant I’approche hiérarchique bayésienne. L’approche
HB compléte avec échantillonnage de Gibbs tient compte
automatiquement de I’incertitude supplémentaire associée a
I’estimation de .. Nous avons appliqué ’approche HB a
I’analyse de deux ensembles de données d’enquéte. Nos
résultats montrent que 1’approche HB proposée sous le
modele 1 donne d’assez bons résultats, que les tailles des
échantillons régionaux soient de grande ou de petite taille.
Lors de futurs travaux, I’approche de modélisation HB
proposée pourrait étre étendue aux modeles de niveau
régional généraux étudiés par You et Rao (2002). Les
applications de la nouvelle approche de modélisation HB
comprennent ’estimation du sous-dénombrement au
recensement décrite dans You, Rao et Dick (2004). Sous le
modele 1, il est possible d’obtenir les estimateurs HB des
variances d’échantillonnage o7 . Ces estimateurs HB de o
peuvent alors étre utilisés comme estimateurs lissés de
rechange pour o dans les modéles d’échantillonnage. Les
applications et évaluations des estimateurs HB des variances
d’échantillonnage comprennent I’estimation du sous-
dénombrement au recensement et I’estimation du taux de
chomage dans le cadre de I’Enquéte sur la population active
(EPA) du Canada (You, Rao et Gambino 2003). Nous
prévoyons aussi comparer ’approche HB a 1’approche
EBLUP telle qu’elle a été étudiée par Rivest et Vandal
(2002), ainsi que par Wang et Fuller (2003).
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